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I- INTRODUCAO

Este trabalho ¢ sobre aprecamento de ativos em uma abordagem teérica. E o exercicio
de calibrar um modelo de equilibrio geral a dados histéricos e com isso fazer inferéncias
sobre resultados e questdes usuais da literatura de financas, como o comportamento do

retorno e da variancia de ativos.

Modelos de equilibrio geral de trocas sdo amplamente utilizados no campo de finangas
desde Lucas (1978). Esta abordagem consiste em definir um caminho exo6geno para a
dotagdo dos agentes e com isso fazer inferéncias sobre o comportamento do mercado de
ativos. Essa abordagem claramente ignora a endogeneidade do consumo na economia, de
maneira que um modelo de equilibrio geral com produgdo seria mais apropriado. O
problema ¢ que ainda nao ha um modelo com produgdo com resultados satisfatorios e, além
disso, apesar da abordagem de definir um caminho exdgeno para a dotagcdo dos agentes
parecer um tanto ingénua, nés podemos chegar a “bons” resultados se especificarmos o
processo de forma coerente. Discussdes do assunto podem ser encontradas em Cochrane

(2001) e Ellickson (a ser publicado).

Em 1985 Mehra e Prescott usaram uma versdo adaptada do modelo de Lucas para
tratar uma questdo bem especifica: por que o retorno do mercado de agdes € tdo maior do
que o retorno dos supostos ativos sem risco — um prémio de 6.18% no periodo de 1889 —
1978 nos EUA. O exercicio consistiu em usar uma versao do modelo de Lucas de maneira
que eles pudessem “calibra-lo” a dados historicos e ver o que o modelo tinha a dizer sobre
a questdo proposta, enfatizando que ndo era um exercicio de estimacdo, mas sim “...a

quantitative theoretical exercise...”. O principal resultado foi que o modelo ndo era capaz

de responder a questdo de maneira satisfatoria, criando um puzzle.

O que se seguiu foi um dos artigos mais comentados nos ultimos 20 anos em
economia. Tentativas de se resolver o puzzle ajudaram a desenvolver e criar diversas areas
da literatura de financas como preferéncias condicionadas ao hébito (habit preferences),

tentativas de introduzir heterogeneidade nos consumidores, finangas comportamentais



(behavior finance) e outras. Excelentes resenhas bibliograficas descrevendo os
desenvolvimentos do campo e a importancia do artigo de Mehra e Prescott podem ser

encontrados em Campbell (2000), Constantinides (2002) e Mehra (2002).

Surpreendentemente a abordagem de se modificar a estrutura probabilistica da
economia parece ainda ndo ter sido esgotada. No artigo original, Mehra e Prescott
assumiram que o crescimento da dotagdo total da economia segue uma Cadeia de Markov
com dois possiveis estados de natureza e apenas um parametro para simplificar, alegando
que o resultado era robusto a especificacdes diferentes. Rietz (1988) mostrou que se
modificarmos as probabilidades de maneira a admitir grandes desastres com uma
probabilidade bastante baixa se resolve o puzzle, mas foi imediatamente refutado pelos

autores originais (1988) que julgaram sua hipotese absurda. Depois disso pouco se fez.

Nessa linha de atuagdo se encontra o modelo proposto por Ellickson (a ser publicado),
que estende a cadeia de Markov para um caso geral como primeiro caso. A motivacao € que
provavelmente ainda se tem o que explicar usando modelos com uma estrutura simples
antes de se entrar mais a fundo em tdpicos como preferéncias mais realisticas, limitagdes de
crédito ou introduzir produgdo ao modelo. Meu trabalho consiste basicamente em usar uma
especificacdo desse modelo mais geral, calibra-lo a dados histéricos e tentar capturar o que
o modelo tem a dizer naquela especificacdo. Minha inten¢@o nao € resolver o puzzle ou a

uma questdao em especifico. Minha motivagao € o exercicio quantitativo tedrico por si so.

Ao longo do trabalho utilizarei o0 modelo proposto por Ellickson (a ser publicado): uma
economia de trocas em multiplos periodos definida sobre um espago de probabilidade
filtrado, com um “grande” niimero de consumidores cada um com seu conjunto de
consumo, processo estocastico para sua dotagdo ¢ uma funcao de utilidade; e um niimero
arbitrario de ativos negociados competitivamente. Este modelo foge da tradicdo de se
representar a economia com um Unico agente representativo ao introduzir um nimero
grande de agentes (ndo necessariamente iguais), 0 que parece uma maneira mais natural de

se tratar a questao.

Eu utilizarei uma versdao simplificada do modelo, assumindo que todos os

consumidores tém uma fun¢ao de utilidade do tipo time separable power (ou simplesmente



power) ¢ que os mercados sdo completos. Nessa especificacdo o resultado de equilibrio
assegura que existe um fator de desconto estocastico Unico, que depende do crescimento do
consumo agregado e de parametros de aversao ao risco/desconto intertemporal. Com o fator
de desconto estocastico nos podemos utilizar a equagio fundamental do aprecamento' de
ativos para derivar importantes resultados para a nossa economia como o retorno de um
ativo sem risco e fronteiras de média-variancia (FMV). Na verdade, como Cochrane (2001)
enfatiza em seu livro, uma grande variedade de temas da literatura de financas podem ser

vistas como aplicagdes da equacao fundamental.

A equagdo fundamental de aprecamento de ativos:

E = E(mt+1‘Xz+1/1t)

-y
e
= il
m,,, = p. ,

¢

onde E denota expectincia, P = Preco do ativo, m = fator de desconto estocastico, X = payoff do
ativo, I = o conjunto informacional, e = dotagdo total da economia, [} = parametro de desconto
intertemporal e y = parametro de aversdo ao risco e elasticidade de substituicdo entre

periodos/estados da natureza (date/events).

A maior parte do trabalho se concentrard no esfor¢co de modelar o fator de desconto

estocastico (m, ). Como pode ser visto na equagdo acima ele depende de 3 elementos: os
parametros ye [serdo tratados da maneira usual em exercicio de calibragem (valores
“razodveis”’determinados pela literatura) e a dotagdo total da economia (e, ) que sera tratado

a seguir.

Eu assumo o processo de crescimento da dotagdo dotal da economia seguir uma cadeia
de Markov do tipo “birth and death” com um numero finito (pequeno) de “estados da
natureza” (ou simplesmente estados). Isso € basicamente uma extensdo do exercicio de

Mehra e Prescott e a motivagdo aqui ¢ utilizar uma distribuigdo simples de se tratar

! Terminologia tirada de Ellickson (a ser publicado). Cochrane (2001) se refere como a “equagio basica de
apregamento”



analiticamente, mas que ao mesmo tempo considera dependéncia intertemporal e a
possibilidade de se analisar o que acontece com a economia em cada estado da “natureza”
(por ser discreta). Para calibrar a matriz de transicdo do processo de Markov eu utilizarei
dados de consumo agregado da economia Americana, pelo tamanho da serie e
confiabilidade, e utilizarei a técnica GMM, ndo dando muita énfase em testes de
especificacdo ja que a intengdo aqui ndo € encontrar um processo que descreva
perfeitamente o consumo, mas sim um que seja tratavel, concorde com a intui¢do e também

seja conectado a dados reais.

O trabalho sera dividido nas seguintes se¢des: na secao II descrevo o modelo; na se¢cdo
Il descreverei os passos na calibragem do processo de crescimento da dotagdo da

economia; na se¢do IV terminarei de calibrar m, e caracterizarei resultados usuais da

literatura de finangas, contrastando com dados empiricos; finalmente a se¢ao V conclui.
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I1 - DESCRICAO DO MODELO

Ao longo do trabalho utilizo uma versao simplificada do modelo de equilibrio geral
proposto por Ellickson (a ser publicado). Nesta se¢cao mostrarei de forma reduzida as partes
relevantes para o exercicio, que sdo a equagao fundamental do aprecamento de ativos e sua

relacdo com o equilibrio Arrow-Debreu.

Assim como em Lucas (1978) e em Mehra e Prescott (1985), eu utilizo um modelo de

equilibrio geral sem produgdo e, por simplicidade, um tunico bem perecivel ¢ transacionado.
Essa economia de puras trocas ¢ definida como a colegao: {(X a,ea,Ua)\a € A}. Ou seja,
existe um numero finito de agentes A, cada um com seu conjunto de possibilidades de
consumo X, sua dotacdo e, (quando utilizado sem o subscrito “a” se refere a dotagdo
agregada) e uma funcdo de utilidade U, . Essa economia ¢ definida sobre uma arvore de
eventos finita com conjunto de periodos T ={0,1,2,...,T } e espago de probabilidade
filtrado (Q,F , P, I,). Isso significa que a economia funciona em multiplos periodos, tem

incerteza e o conjunto informacional corrente ¢ conhecido pelos agentes e atualizado a cada

periodo. (as variaveis sdo processos estocasticos).

Os pregos sdao definidos como o processo (P:er—)R). Com isso conseguimos

calcular o equilibrio Arrow-Debreu (AD) para essa economia. Esse equilibrio ¢ uma
colecdo de alocagdes de consumo (para cada agente) e precos contingentes de maneira que
as alocagdes sejam factiveis (obedecem a restrigdes orcamentdrias tanto ao nivel do
individuo quanto socialmente) e maximizem a utilidade de cada agente. Uma possivel
interpretacdo para esse equilibrio ¢ a de que na data 0 os consumidores negociam sua
dotacdo em todas as datas/estados da natureza futuros, como se fosse uma transa¢do num
mercado de futuros. Assim como em Mehra e Prescott, assumo as func¢des de utilidade dos

individuos serem do tipo time separable power, com 0s mesmo parametros.

O equilibrio Arrow-Debreu no caso de fungdes de utilidade do tipo power: (paras € S')
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[ca (t,vl)]l_y

As fungoes de utilidade U,(c,(t,v))= " (Eq I.1)
e
y
i , e(0)
Os pregos de equilibrio pt.,v)=p .P[V, ] ) (Eq I1.2)
e(t,v,

As alocagoes de equilibrio c,(t,v)= [&} e(t,v,) (Eqll3),
pe

onde ca(t,vt)é o consumo na data t, evento vV, , y = pardametro de aversdo ao risco ,
P =pardmetro de desconto intertemporal, P [Vt] = probabilidade condicionada do evento v, , p.e e

p-e, sdo fungoes lineares de prego, ou seja, a soma do produto das duas varidveis em todos as

possiveis datas/eventos.

Agora temos que fazer algumas modificagdes para fazer esse modelo tratar de
aprecamento de ativos: os agentes, na data 0, negociam “poder de compra” ao invés de bens
contingentes. Isto €, ao invés de negociar direitos sobre bens no futuro os agentes compram
estes no mercado a vista e utilizam como instrumento para negociar poder de compra
ativos, como agoes, titulos, etc. Arrow (1953) mostra que em situagdes de mercados

completos o equilibrio AD pode ser atingido dessa maneira.

Uma hipdtese adicional que fago € a de que os mercados sdo completos. A maioria dos
resultados apresentada aqui ¢ valida no caso de mercados incompletos, mas ndo achamos
relevante para esse exercicio introduzir essas complicacdes adicionais. Portanto a economia
possui um numero de ativos transacionados competitivamente e pagando dividendos em

cada periodo/estado da natureza.

Derivacdes adicionais asseguram que para o caso de mercados completos existe um

unico m, (fator de desconto estocastico) de maneira que:

A equagdo fundamental do apre¢amento de ativos

P=E(m..X./1) (Eqll4),
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onde P, = Preco do ativo, m, = Fator de desconto estocdstico, X, = payolff do ativo, I,=Conjunto

informacional acumulado

Essa equagdo diz que o prego de um ativo ¢ o valor futuro esperado dos payoffs,
descontado por um fator m, . E importante enfatizar que esse fator é 0 mesmo para qualquer
ativo dessa economia, o que torna esse resultado muito forte, dado que a existéncia desse
fator sequer depende de condigdes muito fracas. Ao compararmos as fungdes lineares de
prego nota-se uma importante ligacdo entre o aprecamento dos ativos e os precos do

equilibrio AD. No caso de individuos com utilidade do tipo power temos:

O fator de desconto estocdastico:

e

-7
-7
m,, = p. ;—“ =p(8.) " (EqiLy),
t

et+1

onde g, , =
t

Essa especificagdo trds uma forte intui¢do para a nossa equacdo de aprecamento. O
termo de desconto ¢ uma funcdo inversamente relacionada a taxa de crescimento da
dotagdo agregada da economia® . Ou seja, os ativos que pagam altos dividendos quando a
economia esta crescendo muito serdo menos valorizados (tem um prego menor) do que os
ativos que pagam muito quando a economia esta em recessdo. A impaciéncia e a aversao ao

risco sdo representadas pelos pardmetros [ e yrespectivamente. Entdo, toda a fonte de

risco sistematico da economia se resume a flutuagcdes no consumo agregado, e somente o

risco sistematico € relevante em termos de se descontar payoffs futuros.

Ao longo do trabalho basicamente trabalharei com a equagdo fundamental do
aprecamento de ativos (eq I.4) e com resultados derivados dela. Para isso temos de

trabalhar com uma estrutura probabilistica para m, , que depende estocdsticamente somente

2 ~ . . e \ .
Como toda a dotag@o agregada é consumida em equilibrio, essa taxa corresponde a taxa de crescimento do

consumo agregado.
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de g,,,. Sigo o exemplo de Mehra e Prescott e assumo que este segue uma cadeia de

Markov do tipo birth and death® , com um numero finito (pequeno) de estados da natureza.

A modelagem do processo de crescimento do consumo ¢ um passo muito importante no
exercicio, dado que ao fazermos isso estamos definindo a distribuicdo de probabilidade
assumida pelos agentes ao negociar ativos. Isso ocorre pelo fato de o risco sistemdtico da
economia ser representado por flutuagdes na dotagdo agregada da economia. Na proxima
se¢do continuo com essa modelagem, calibrando esse processo a dados reais de consumo

da economia.

3 Mehra e Prescott usam uma cadeia de Markov com somente dois estados da natureza, o que a torna do tipo
birth and death por construgao.
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III - A CALIBRAGEM DO PROCESSO DE CRESCIMENTO DA
DOTACAO TOTAL DA ECONOMIA

II1.1 — Definindo o Processo

Agora que defini o modelo, eu calibrarei seus parametros de maneira que eu use uma
especificacdo o mais proximo possivel de dados reais. Nessa se¢do eu continuarei de onde
terminei a ultima: o processo de crescimento da dotagio total da economia. E importante
enfatizar que esse ¢ um passo muito importante no exercicio, dado que numa economia de
simples trocas a fonte de incertezas da economia provém da incerteza quanto as dotacdes
dos individuos. Como a dotagdo total da economia ¢ simplesmente a soma das dotacdes
individuais em um determinado periodo/”’estado da natureza”, nds temos a incerteza da
economia modelada quando definimos esse processo. Como Mehra e Prescott (1985)
diriam, “they (o nivel de consumo agregado e seu crescimento) constitute legitimate state

variables for the model”.

Como eu ja disse antes, eu assumo que o crescimento da dotagdo total da economia (em

log - In(g,)) segue uma cadeia de Markov com um nimero finito de “estados da

natureza”(s). Esse ultimo comentario ndo ¢ um simples formalismo; ao fazer isso eu estou
assumindo que minha variavel pode assumir alguns poucos valores, digamos 5,6. Isso pode
soar um tanto absurdo, dado que essa varidvel ¢ continua por natureza. No entanto, vocé
pode ver esse procedimento como se nds estivéssemos agrupando os possiveis valores da
varidvel aleatoria em um pequeno niimero de classificagdes com algum significado como,
por exemplo: se o consumo cair mais de 1% noés nos encontramos em um periodo de
recessao, enquanto que se o consumo crescer mais de 3% esse ¢ um bom periodo para os
consumidores. Me parece razoavel assumir que os investidores pensam nao em termos de

um continuo de possiveis valores para g,, mas sim em termos de classes mais abrangentes

como a economia ird “bem”, ou a situacdo ficara “estagnada”. Nessa discretizagdo os
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pontos de quebra e o numero de possiveis valores para a varidvel sdo arbitrarios e

basicamente segue a intui¢do, como mostrarei em seguida.

Uma propriedade de qualquer cadeia de Markov discreta é que toda informagao
relevante para as probabilidades de um certo evento no proximo periodo ¢ o que aconteceu
no periodo corrente, sendo toda a informagao passada dispensavel. Isto ¢, para determinar o
que acontecera no proximo periodo ndo interessa como se chegou ao “estado da natureza”
corrente, mas sim em que estado vocé se encontra. Esta ¢ uma estrutura de dependéncia
temporal bastante simples, no obstante com um poder explicativo bastante poderoso, dado
que ¢ usada para modelar varias situagdes reais, € que também nos permite lidar com ela de

uma forma simples analiticamente.

Outra caracteristica importante desse tipo de processo, mas agora peculiarmente das
cadeias de Markov da classe “Birth and Death, ¢ que um “estado da natureza’’somente pode
“visitar seus vizinhos”. Isto €, estou assumindo que o crescimento do consumo ndo varia
radicalmente de um periodo para o outro. Isso serd levado em conta no processo de escolha

da especificagao.
Esse processo estocastico € completamente caracterizado por sua matriz de transigao:

A matriz de transi¢do de uma cadeia de Markov do tipo Birth and Death:

ho P

9 n D 0
P=

O ds1 T P

qs rs SXS

onde para a Cadeia de Markov X,, com espaco de estados S = (SI,SZ,...,SS) cada termo

n+l

da matriz F,; = Pr(X =S,/X,=5, ) (Pr denota probabilidade)

Note que ZE} =1,Vie(l,2,...,5) (essa é uma matriz estocdstica)
Jj=1
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e £,=0 if|i—j| >1,Vi,je(1,2,...,5) (a propriedade Birth and Death)

Uma hipdtese adicional que fago € que esse processo ¢ fracamente estacionario. Essa
hipétese ¢ importante, por que ela me permite estimar os parametros dessa matriz
utilizando momentos da distribuicdo de forma consistente, por causa da lei fraca dos

grandes nimeros.

Um desenho representativo do processo: (as variaveis acima das setas denotam

probabilidades)

r2 r3 ‘ rs

ri
e pi e p2 p3 Ps-1

Agora descreverei o processo de “discretizacdo” dos dados e em seguida como os

parametros da matriz de transi¢cao foram estimados.

II1.2 — A “Discretizacao”da Variavel

Primeiramente, acho importante dizer qual série utilizei como proxy para o consumo
agregado: gastos reais com o consumo pessoal, série trimestrais (bilhdes de dolares
encadeados (1996) ajustados sazonalmente em taxas anuais). A janela de estimagdo vai de

1947.1 ate 2001.4 ¢ a fonte ¢ o Bureau of Economic Analysis (tabela NIPA 1.2 linha 2). O

et+l

crescimento do consumo agregado segue a defini¢do In(g,,,) =In onde usei os dados

t

mencionados como uma aproximagao para a dotagdo agregada.

Como esse ¢ um exercicio de cunho tedrico geral, e ndo levando em conta as
especificidades da economia brasileira, utilizei dados da economia americana dado que essa
me proporcionou uma série longa e cujos dados sdo confidvel, portanto sendo mais

apropriados para esse exercicio.
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Eu utilizei dois métodos para discretizar os dados: Primeiro eu apliquei o logaritmo

natural em g,, peguei o maximo e o minimo dessa nova série e dividi o intervalo em um

numero arbitrario de intervalos iguais. O segundo método segue mais uma intuicao
estatistica: eu dividi os intervalos definindo as “quebras” com base em um namero
arbitrario de desvios padrido em relacdo a media. Eu trato isso com mais detalhes no

apéndice A.

Depois de analisar as diferentes series de consumo discreto obtidas, cheguei a
conclusdo que a divisdo da série em 6 “estados da natureza” (ou apenas estados) usando-se
o método de media-desvios padrdo ¢ o mais apropriado. Detalho esse ponto no Apéndice A,
mas adianto que alguns dos pontos mais importantes ao tomar essa decisao foram:
violagdes da hipdtese birth and death (a variavel move bruscamente de um periodo para
outro), nimero de observagdes em cada estado da natureza e o ganho em relagdo a maior

riqueza da estrutura por possuir mais estados.

Figura III.1- Crescimento do consumo com 6 estados - Histograma

40,00%

35,00% -

30,00%
25,00% -
20,00% 1
15,00%
10,00% -
5,00% I

-1,48% 0,00% 0,57% 1,18% 1,79% 3,02%
Variagdo % do consumo (valor do estado)

Uéncia

Freq




18

Figura II1.2 - Crescimento do consumo efetivo X Crescimento do consumo discreto
com 6 estados
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I11.3 — A Calibragem da Matriz de Transi¢cao

Na ultima subsecdo eu preparei os dados de maneira que eu possa aplicar o ultimo
passo da calibragem: a estimacdo dos parametros da matriz de transi¢do. Assim que o

fizermos teremos a estrutura de probabilidade da economia definida.

Para estimar os parametros dessa matriz eu farei uso da estrutura de probabilidade que
eu impus. Como eu assumi a variavel ser estaciondria (nenhum absurdo, ja que o proprio
formato da série nos da evidencia disso) eu posso estimar de maneira consistente os

momentos tedricos da distribuicao por suas médias amostrais.

Finalmente a técnica utilizada para estimar os parametros foi a GMM (método
generalizado dos momentos). Aqui vocé usa alguns momentos implicados pela distribuigao
assumida e as correspondentes versdes amostrais, ambos dependendo dos parametros a
serem estimados. Vocé deve construir os momentos tedricos de maneira que eles igualem 0,

e assim vocé escolhe os parametros a fim de que os momentos amostrais fiquem o mais
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proximo de 0 o possivel. Como estamos lidando com vetores montamos um problema de

minimizagao para encontrar os resultados.

O método GMM:

Seja o processo estocastico X,; © o vetor de pardmetros a serem estimados, U (@) um
vetor de momentos teoricos para X, de maneira que U (@) =0, e finalmente

U (@, daa’os) seu correspondente amostral, obedecendo a U (@, dados)TU (@)

O estimador GMM é o vetor © que satisfaz o seguinte problema de minimizagdo :

méi)n[(l}((:), dados))T W(U ((:), dados))} , para alguma matriz ndao singular W.

Se vocé escolher a especificagdo apropriada o estimador GMM ¢ o mais eficiente em
uma classe muito abrangente de estimadores, na qual se encontram OLS , IV, méxima
verossimilhanga entre outros. Os requerimentos para consisténcia sdo que os momentos
tedricos utilizados igualem 0 e que suas contrapartidas amostrais convirjam para os
momentos tedricos. Especificamente nesse caso eles sdo atendidos (¢ claro que seguindo o
paradigma da estimacdo classica, assumo utilizar o modelo correto). Discussdes sobre o
método GMM e suas propriedades podem ser encontradas em Cochrane (2001) ou Hansen

(1982) para uma abordagem mais profunda.

Descrevo o procedimento com mais detalhes no apéndice B. Mostro agora os
resultados, mas antes uma breve digressdo. Como venho mencionado ao longo do texto eu
estou fazendo uma calibragem, ndo um exercicio de estimagdo propriamente dito. Estou
usando um estimador bastante poderoso para obter meus resultados, mas nao entrarei muito
a fundo em detalhes do procedimento, como se estou usando a especificagdao mais eficiente
ou testes de especificag@o, pela razdo que eu ndo espero que o modelo ndo “sobreviva” a
uma bateria de testes. Exercicios de calibragem tem sua credibilidade e discussdes sobre

isso podem ser encontradas em Heckman e Hansen (1996).
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A matriz de transi¢do estimada utilizando-se os dados referidos ¢ uma matriz

identidade como a matriz de pesos €: (mais detalhes no apéndice B)

Tabela II1.1 - Matriz de transigao estimada - Crescimento do consumo com 6 estados da

natureza
3] 0 33 sS4 S5 36 Distri.bui’gz?.lo Valor dg estado
estacionaria (% crescimento)
S1 0,564 | 0,436 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 5,677% -1,477%
S2 0,222 | 0,361 | 0,417 | 0,000 | 0,000 | 0,000 11,156% -0,005%
S3 0,000 | 0,165 | 0,389 | 0,446 | 0,000 | 0,000 28,230% 0,567%
S4 0,000 | 0,000 | 0,371 | 0,406 | 0,223 | 0,000 33,995% 1,L177%
S5 0,000 | 0,000 [ 0,000 | 0,444 | 0,449 | 0,106 17,092% 1,794%
S6 0,000 | 0,000 { 0,000 | 0,000 | 0,472 | 0,528 3,848% 3,021%
Recessao esperada: 3.618 trimestres
Expansao esperada: 17.864 trimestres

Agora temos a tdo desejada matriz, mas e agora? O que ela nos diz sobre as

propriedades da estrutura da incerteza da economia? Muito eu diria.

Primeiramente, acho interessante notar que existe uma forte simetria entre os estados da
natureza superiores (5 e 6) e os inferiores (1 e 2), em relagdo aos centrais. Note que nao
estou falando sobre a definicdo de uma matriz simétrica, o ponto que quero enfatizar aqui ¢
que as probabilidades de se atingir os estados centrais, com vocé estando acima ou abaixo

sao bastante similares, assim como o movimento de dentro para fora.

Essa especificagdo nos diz que aproximadamente durante 17% do tempo a economia
esta em crescimento negativo (estados 1 e 2), 62% crescendo em taxas medianas (3 e 4) e
em cerca de 21% dos periodos a economia esta em forte expansdo (5 e 6). Esses resultados
foram obtidos da distribuicdo estaciondria do processo, que pode ser interpretada como a

freqliéncia de longo prazo de cada estado.

Para ilustrar a coeréncia dessa especificacao eu fiz o exercicio de comparar as predi¢cdes
do modelo para o tempo esperado de recessdes e expansdes da economia com valores reais
dessas esperancas. Essas questdes podem ser facilmente respondidas em cadeias de
Markov, utilizando-se resultados de hitting times. A duragao de recessdes ¢ definida como

o numero de periodos consecutivos em que a economia enfrenta crescimento negativo,
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enquanto que a de uma expansao ¢ o numero de periodos consecutivos em que a economia

esta com crescimento positivo.

O modelo diz que uma recessdao dura em média 3.62 trimestres, enquanto uma expansao

17.9 trimestres. O NBER (http://www.nber.org/cycles.html) diz que para o periodo de 1945

— 1991 a contragdo média durou 3.66 trimestres e a expansao média 16.7 trimestres.
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IV - INFERENCIAS SOBRE APRECAMENTO DE ATIVOS

IV.1 - A Equacdo Fundamental do Aprecamento de Ativos e Algumas Representagoes

Uteis

Na tultima secdo determinei a estrutura de probabilidade da economia. Nessa eu usarei
esses resultados para ver como o mercado de ativos se comportaria se a economia tivesse a
estrutura probabilistica assumida. Toda a andlise ficara centrada em uma equagdo: a

equacdo fundamental do aprecamento de ativos, que apresentei na secao II.

O nome dessa equagdo ndo superestima sua importancia. Ela ¢ formal e intuitiva: O
prego corrente de um ativo € o valor esperado, descontado dos payoffs futuros. E ¢
importante enfatizar que todos os ativos sdo descontados por um termo de desconto Uinico

(m, ). Lembrando da se¢do II:

P=E(m. X, /1) (Eqll4)

nesse caso m,, = ﬂ( i )_y (Eq 11.5)

Trabalhando-se um pouco a equagdo II.4 chegamos a representagcdes bastante uteis.
Aqui eu trabalharei com Fronteiras de Média-Variancia. Essa representacao usa a equacao
I1.4 de uma forma inteligente, impondo fronteiras para os momentos dos retornos dos ativos
(médias, variancias e covariancias). Logo voltarei a isso, mas antes tenho algumas

consideragdes acerca do procedimento de calibragem.

Nos proximos passos eu utilizarei de forma intensiva o fator de desconto estocastico
(m,,,). Na ultima se¢do determinei os valores e a estrutura de probabilidade de g,,,, um de
seus componentes, mas ainda falta tratar os parametros S e y. O ¢ o parametro de
desconto temporal, enquanto que o parametro y capta a aversao ao risco ¢ a elasticidade de

substituicdo de tempo e estado da natureza. Esses parametros resultam da agregacdo das
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preferéncias dos individuos e se tem uma extensa literatura em microeconomia sobre
valores “razoaveis” para eles. Seguindo a tradi¢ao dos exercicios usuais de calibragem, eu
utilizarei os valores dessa literatura para esses parametros, ciente de que ha criticas para

esse procedimento (Heckman e Hansen, 1996). Assumo o £ valer 0.99; enquanto que para o
y testo diferente valores ao fazer minhas inferéncias (Mehra e Prescott em 1985

consideram 10 um limite superior aceitavel para esse parametro).
Fronteiras de Média-Varidancia
Eq 1.4 é equivalente a

1=E(m,,.Rn,, /1) (EqIV.])

t+1

Xnt+l
Pn

Aonde para o ativon, Rn,, =
t

Esta é a chamada representagdo em retorno(Rn,, ) da mesma equagdo.Essa representagdo é

bastante util, dado que nos permite trabalhar com uma variavel com um comportamento

notadamente estacionario (retornos), ao invés de varidaveis com uma clara tendéncia de

crescimento ao longo do tempo (Pregos e dividendos).

Suponha existir um ativo que proporcione um retorno “certo” th em t+1/ (o retorno no ativo

sem risco).Decorre da equagdo IV.1:

1
E(m,,/1,)= I (Eq1V.2)

Aplicando a defini¢do de covaridncia em 1V.1 e juntando a equagdo 1V.2 obtemos:

= L) cov(Rnf“ ’ ’"% ) (EqIV.3)
t

R,

Deﬁno oS retornos em excesso como:
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E(Rnenl/]t) = E(anJrl/]t)_sz
De volta a equacdo IV.3, deixe:

cov(m,,,,Rn,,/1,)

t+1°

G(mtﬂ /It)'G(RnHl/[t )

onde o denota desvio padrdo.

pm,Rn =

4.3 pode ser reescrita como:

e a/l
E(Rn t+l/11‘): _pm,Rn-gEZtt—lléli))-o'(R”m/lt)

como p,, ¢, €[—1,1], temos:

O-(mt+1 /Il )

= E(m,, /1)

|E(Rnc,.\/1,) o (Rn,, /1) (EqIV.4)

1V.4 é a equagdo das fronteiras de Média-Varidncia (FMV) dessa economia.

As derivagdes acima podem ser encontradas em qualquer livro de finangas. O que
utilizarei daqui em diante serd a equacdo IV.4, como mencionei anteriormente. Essas
representagdes nos permitem analisar risco e retorno dos ativos em termos de limitagdes
para os momentos da varidvel, como média, variancia e covariancias. Se acreditarmos que
os retornos dos ativos sdo estacionarios, esses momentos tedricos podem ser estimados

consistentemente a partir de suas contrapartidas amostrais.

Note que a equacdo IV.4 ¢ expressa em termos de esperancas condicionais. Isto ¢, dado

que vocé sabe tudo que aconteceu até a data t (o conjunto informacional/,), vocé tira

esperangas do que vai ocorrer em t+1. Na Secdo III determinei que toda a incerteza ¢
modelada de maneira que o que vai ocorrer em t+1 depende somente do que aconteceu até
a data t (propriedade da cadeia de Markov). Entdo para cada possivel realizacdo em t as
probabilidades do que vai ocorrem em t+1 diferem. Com isso se conclui que para nosso
caso temos 6 diferente FMYV para essa economia, cada um correspondendo a um possivel

estado da natureza (valor de g,) em t.
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Além das FMV condicionais, existe a chamada Fronteira de Média-Variancia
incondicional. A um nivel pratico essa corresponde as equagdes condicionais, porem
derivadas com momentos incondicionais. Assumi a cadeia de Markov ser aperiddica e
recorrente, o que implica que a distribuicdo incondicional das varidveis da economia
corresponde a distribuicdo estacionaria que ja calculamos (7). No entanto, em termos
tedricos, essa equagdo tem um significado muito mais forte do que essas simples contas
sugerem. Quando trabalha com momentos incondicionais ao invés dos momentos
condicionais, o teorista estd admitindo que trabalha com um conjunto informacional
inferior ao dos agentes dos mercados. Existe uma relagdo entre os momentos condicionais e
incondicionais, porém ndo entrarei a fundo nesse assunto. Discussdes sobre isso podem ser
encontradas em Hansen e Richard (1987), Cochrane (2001) e Ellickson (a ser publicado).

Em seguida ilustro as FMV para essa economia assumindo =099 ¢  =5.

Figura IV.1 - Fronteira de média variancia incondicional

inclinagdo : 0,045 ) O—(Rf"l)
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Figura IV.2 - Fronteiras de média varidncia condicionadas aos possiveis estados da natureza

ER) T HRY)
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inclinacdo : 0,0363 I inclinagdo : 0,0231

E(RfH) E(Rﬁl)

S2 = s S5

L L

inclinagdo : 0,0398 RS inclinagdo : 0,0273

s3 e <2 S6

— ey e ok

inclinagdo : 0,0218

inclinagéo : 0,0307

Resultados interessantes podem ser tirados desses graficos:

Primeiramente, note que a fronteira de Média-Variancia incondicional tem uma
inclinagdo mais acentuada que as condicionais. Esse resultado ¢ intuitivo, ja que quando se
conhece mais informagao (o fato de se condicionar) os limites para os possiveis valores da

variavel devem ser mais estreitos.
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Em segundo lugar, ¢ interessante notar as diferengas entre as fronteiras condicionais. As
FMV dos estados da natureza “superiores” e “inferiores” sdo mais inclinadas que as
“centrais”. As dos “inferiores” sdo as com a inclinagdo maior. Vocé pode interpretar a
inclinagdo dessas fronteiras como o “preco” de mercado o risco. Isto €, quanto mais
inclinada ¢ a fronteira, mais os investidores estdo preocupados com o futuro e estdo
dispostos a “pagar” para reduzir o risco de seu portfolio (ou, em contrapartida, estdo
demandando mais para segurar um ativo mais arriscado — note que estou falando de risco
sistematico). Isso sugere que os investidores estao mais preocupados com o futuro quando a
economia estd ou crescendo muito rapido (estados da natureza do topo) ou quando a
economia esta em recessao. Por um outro lado, quando a economia esta crescendo a taxas

“normais” (os estados da natureza centrais), a incerteza do amanha importa menos.
IV.2 — Razbes de Sharpe e o o Equity Premium puzzle
Ao longo do trabalho venho mencionando o famoso artigo “The equity premium: a

puzzle” (Mehra e Prescott, 1985). Agora ilustrarei seu famoso resultado: usando essa

classe de modelos vocé ndo consegue encontrar um valor razoavel para y de maneira que

se “explique” o tdo maior excesso de retorno do portfolio médio sobre o ativo sem risco.
Bastante conectado a esse, temos um segundo puzzle: Esses modelos prevéem retornos

muitos altos para o ativo sem risco.
Uma maneira de se ilustrar essa questao € se olhar para as razdes de Sharpe:
As razoes de Sharpe.

Rearrumando a equacgdo 1V.4 chegamos a:

‘E(Rnewl/]t) < O'(mH]/[t)
O-(Rnt+l/]t) _.E(mﬂ—l/[t).

(Eq IV.5)

Essa condi¢do deve valer em qualquer periodo, para qualquer ativo, condicionalmente
ou incondicionalmente: a razdo entre o retorno em excesso sobre o desvio padrdo do

retorno de um ativo ndo pode exceder a inclinagdo da fronteira de média-variancia.
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Essa condi¢ao pode ser testada, dado que no lado direito da equagao temos momentos
de um processo estocastico que ja modelamos e do lado esquerdo temos os momentos do
retorno de um ativo, que podem ser razoavelmente assumidos ser estacionarios, portanto
sendo consistentemente estimados pelas suas contrapartidas amostrais. Mehra and Prescott
se concentraram nos momentos incondicionais, o que € algo natural, dado que vocé obtém
estimativas bastante confiaveis (vocé tem mais de 100 anos de dados). Alem desses, eu
também irei analisar os momentos condicionais, para ver como essas razdes de Sharpe

variam a cada estado da natureza.

Figura IV.3 - Retorno do ativo sem risco X Retorno do indice CRSP
(Dados trimestrais reais 1947.2 - 2001.4)
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As razdes de Sharpe do indice CRSP variam consideravelmente condicionado nos
diferentes estados, sendo maior nos estados dos extremos (exceto no 6) do que nos centrais.
Isso € consistente com os resultados que encontramos sobre a inclinagdo da FMV: os
investidores demandam um maior retorno para um mesmo desvio padrdo nos estados dos

extremos. [lustrarei isso de maneira mais clara na figura [V .4

Um outro resultado interessante € o que vocé obtém diferentes valores para as razdes de
Sharpe olhando para os mesmos dados, mas em uma freqiiéncia diferente. Quanto maior a

freqiiéncia vocé usar, menor serd a razao de Sharpe, como ilustro com o caso incondicional.

Agora tratarei do lado direito da equagdo: a inclinacdo da FMV. Esta tem de ser maior
que a razao de Sharpe para o indice CRSP em qualquer estado da natureza. A figura IV .4
contrasta o comportamento das razdes de Sharpe verificadas para o indice CRSP com o

limite previsto para diferentes valores de y .

Tabela IV.2 - Inclina¢do das FMV (para diferentes valoresde y e £ =0.99)

Estado 1 5 10 24 60 Razio de Sharpe
1 0,73% 3,63% 7,22% 16,96% 39,07% 49,70%
2 0,78% 3,98% 8,10% 20,39% 55,83% 24,19%
3 0,43% 2,18% 4,38% 10,64% 27,34% 19,10%
4 0,46% 2,31% 4,61% 10,97% 26,63% 14,19%
5 0,55% 2,73% 5,36% 12,24% 27,30% 31,77%
6 0,61% 3,07% 6,14% 14,72% 35,88% 10,17%
Incondicional 0,90% 4,50% 9,10% 23,00% 69,70% 21,05%
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Figura IV .4 - Razdes de Sharpe CRSP (condicionais) X Fronteiras previstas pelo
modelo
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Note que para satisfazer a equacdo IV.5 incondicionalmente nos precisariamos de um

valor de 24 para y . Para valida-la condicionalmente em cada estado nds precisariamos de

um valor ainda maior, maior que 60. Mehra e Prescott disseram que 10 seria um valor
maximo aceitavel para esse parametro. Entdo, como esperado, o puzzle resiste. O puzzle
advém do fato de a variancia do retorno do mercado ser muito maior que a variancia dos
dados de consumo. Eu ndo esperava que esse exercicio resolvesse o puzzle , na medida que
aparentemente ele ja foi resolvido: trabalhos recentes de Lustig (2000) e Constantinides
(2002) mostram que se vocé considerar os mercados incompletos, no sentido de que os
agentes sdo incapazes de tomar empréstimos devido a sua incapacidade de coletarizar sua
renda futura de trabalho, isso aumenta o distirbio em ‘m’ de maneira que o puzzle ¢é
resolvido. Essa explicacdo ¢ bastante coerente e seria até bastante surpreendente se esse

exercicio conseguisse resolver o problema sem levar em conta esse fator adicional.

Finalmente analisarei as previsdes do modelo para o retorno do ativo sem risco da

economia. A tabela IV.3 e a figura IV.5 contrastam as previsdes do modelo com o
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comportamento verificado desse retorno, condicionado ao crescimento do consumo no

periodo passado.

Tabela IV.3 — Retorno do Ativo sem risco (para diferentes valoresde y e £ =0.99)

Estado 1 5 10 24 60 Rf verificado
1 0,20% -3,20% -7,30% -18,60% -44,10% 0,01%
2 0,90% 0,50% -0,20% -3,00% -15,60% 0,07%
3 1,80% 4,80% 8,70% 20,10% 52,50% 0,23%
4 2,10% 6,60% 12,50% 30,40% 87,00% 0,31%
5 2,70% 9,70% 19,00% 48,90% 159,20% 0,11%
6 3,50% 14,10% 28,70% 79,50% 308,90% -0,30%

incondicional 1,90% 5,50% 10,10% 22,40% 47,90% 0,19%
Figura IV.5 - Rf verificado X Rf predito pelo modelo (condicional)
—
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Primeiramente, em termos de nivel, um valor bastante pequeno para y parece ser
apropriado. Um valor de 1 ainda fornece estimativas maiores que as verificadas, apesar de
ndo errar tanto. As discussodes acerca do valor desse parametro apontam para algo em torno
de 1, o que indica que esse modelo é melhor para explicar o comportamento do ativo sem

risco da economia do que o retorno em excesso do portfolio de mercado. Os altos valores
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para ysugeridos pela figura IV.4 resultariam em um comportamento patolégico para o

ativo sem risco como se vé na tabela I'V.3.

Agora, em termos dos movimentos do retorno do ativo sem risco em relacdo a
variagdes no consumo, vemos pela figura IV.5 que o modelo segue corretamente o
comportamento se o consumo esta crescendo nos estados de 1 até 4, mas ndo prevé os

valores menores para o retorno quando a economia esta crescendo a grandes taxas (5 e 6).
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V - CONCLUSOES

O modelo utilizado durante toda a anélise ¢ um modelo que utiliza o consumo como
o fator de desconto estocastico. A calibragem forneceu uma estilizacdo do processo que
rege o crescimento do consumo, de maneira que obtemos um processo facil de ser tratado
analiticamente e ao mesmo tempo ¢ relacionado a dados da economia real. Com isso
podemos olhar para a média e variancia de ativos condicionalmente ao crescimento do

consumo de maneira bastante explicita.

Um resultado intuitivo que obtivemos foi que ao olharmos para as fronteiras de
média variancia condicionalmente ao crescimento do consumo, vemos que o “preco do
risco” (quanto os investidores cobram para aceitar uma dada quantidade de risco) ¢ maior

quando a economia esta em recessao ou crescendo em taxas muito elevadas.

Finalmente, como se era previsto, a tentativa de se alterar a estrutura probabilistica
da economia se estendendo a cadeia de Markov nao soluciona o puzzle introduzido por
Mehra e Prescott.Ou seja, tanto condicionalmente, quanto incondicionalmente, precisamos

utilizar valores muito altos para o parametro y de maneira que se obedeca a condi¢do

imposta pelas razdes de Sharpe. Em relacdo ao comportamento do ativo sem risco da

economia, o0 modelo prevé um valor em torno de 1 para y, o que € um valor coerente com

os resultados da literatura de microeconomia. Portanto as simulac¢Oes feitas na dada
especificacdo levam a concluir que este tipo de modelo ¢ mais apropriado para explicar o
comportamento do retorno do ativo sem risco da economia do que a relagao entre média e

variancia de retornos.
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APENDICE A : DISCRETIZACAO DE ln( gt)

Como disse anteriormente utilizei 2 métodos para discretizar essa variavel:

Meétodo 1 : pega o valor maximo da varidvel e o minimo e divide esse intervalo em
subintervalos de tamanho igual (de acordo com o nimero de estados que vocé quiser). O
valor da variavel em cada estado ¢ a média dos valores de cada subintervalo.

Me¢étodo 2 : Divide as observagdes de acordo com ntimero (arbitrario) de desvios padrao em
relacdo a média.

Modelo com 4 estados

I I I I I
I I I I I
min HU—O Y2 U+ O max

Modelo com 5 estados

min u-1,2c  u-04c u+040  u+l20c max

Modelo com 6 estados

|
I
min u—1,50 u—0,750 H u+0,75¢ pu+1,50  max

Modelo com 7 estados

I I y—l,l()SO' ,uJTO,350' | ,qur1,750'|
I I | I I I |

I
I
min 1,750 u—0,35c u+1,750 max

A escolha da distribui¢do discreta leva em conta a riqueza adicional em se utilizar mais
estados da natureza, a presenga de um numero “razoavel” de observacdes em cada estado e
o nimero de violagdes da hipotese birth and death da cadeia de Markov (In(g,) varia mais

do que um estado de t para t+1).

Como mostram as tabelas A.1.1 e A.1.2, o método 1 proporciona menos violagdes da
hipdtese, mas em contrapartida tem muito poucas observacdes nos estados extremos.
Ponderando esses critérios citados acima, escolhi a distribui¢ao advinda do método 2 com 6
estados da natureza.

Tabela A.1 — freqiiéncias de cada estado da variavel In(g,) discreta



Método 1 : divisdo em intervalos uniformes
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4 estados 5 estados 6 estados 7 estados
Estado Frequencia Estado Frequencia Estado Frequencia Estado Frequencia
-2,23% 2,28% -2,45% 1,83% -2,71% 1,37% -2,71% 1,37%
0,46% 54,34% -0,21% 11,87% -0,88% 3,65% -1,10% 2,28%
1,51% 42,47% 0,94% 75,80% 0,52% 51,60% 0,14% 21,46%
4,23% 0,91% 2,05% 9,59% 1,49% 42,01% 0,98% 57,99%
4,23% 0,91% 3,13% 0,91% 1,87% 15,53%
4,99% 0,46% 3,13% 0,91%
4,99% 0,46%
Método 2 : divisdo com desvios padrdes em relagdao a media
4 estados 5 estados 6 estados 7 estados
Estado Frequencia Estado Frequencia Estado Frequencia Estado Frequencia
-0,87% 8,68% -1,08% 6,85% -1,48% 4,57% -1,59% 4,11%
0,50% 40,64% 0,28% 23,74% 0,00% 10,05% -0,22% 4,57%
1,26% 39,27% 0,89% 37,90% 0,57% 34,70% 0,33% 22,83%
2,20% 11,42% 1,54% 25,11% 1,18% 31,96% 0,87% 34,25%
2,49% 6,39% 1,79% 15,98% 1,44% 23,74%
3,02% 2,74% 2,01% 9,13%
3,75% 1,37%

Tabela A.2 - violag¢des da hipotese "Birth and death"

Método 1
4 States 5 States 6 States 7 States
2state 5 9 4 17
3 state 1 2 4 2
4 or more 0 1 1 3
Total 6 12 9 22
Total(%) 2.75% 5.50% 4.13% 10.09%
Método 2
4 States 5 States 6 States 7 States
2state 19 40 44 44
3 state 5 7 10 17
4 or more 0 3 3 6
Total 24 50 57 67
Total(%) 11.01% 22.94% 26.15% 30.73%
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APENDICE B : ESTIMACAO DA MATRIZ DE TRANSICAO DA
CADEIA DE MARKOV PELO METODO GMM

Deseja-se estimar os 10 (a soma de cada linha ¢ igual a 1) parametros da matriz abaixo
pelo método GMM.

L Py
qQ, 5L, P, 0
P=
0 q; Is Ps

ds Y5 J6x6

Para isso precisamos de pelo menos 10 momentos implicados pela distribuicdo
assumida e de uma matriz de pesos W.

Eu utilizei os 12 momentos abaixo na estimagao:

Momento tedrico Contrapartida amostral

1 até 4, probabilidades condicionais.

D Pr(in(g.)=53/in(g)=53)-n Ll
D) Pr(in(g.,)=54/in(g,) = 54)-n 2L
3 Pr(in(g,.,)=53/In(g,) = 54)-q, %
H  Pr(in(g,.)=54/In(g)=55) g Ll

5 até 9, probabilidades incondicionais.
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. >
5) 7, —lim P" (1) =
n—o n
. L
6) 7, —lim P"(2)
n—o n
. D,
7) 7, —lim P"(4)
n—o n
. A
8) s —1im P"(5)
n—o n
. D1
9) 7, —lim P (6) =
n—»w n

10 até 12, média, varidncia e autocorrelacao de 1* ordem.

6
10)  p—=> 7 Si =
i=1

6 Zn:(Xi_Zn:X/j
11) ()'Z—Z:7zi.(Sz'—,u)2 :

i=1 n

6 6
12) 0, =22 B (Si — 1)~ )

Onde /; ¢ uma fun¢do indicadora (1 no estado indicado, 0 no resto) e /,,; fungdo

indicadora condicionada ao estado anterior.

Finalmente utilizo uma matriz identidade como a matriz de pesos W. Isso significa que
estou dando pesos iguais para todos os momentos utilizados, o que ndo ¢ a forma mais

eficiente de se estimar, mas ndo compromete a consisténcia.



